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1 Grundbegriffe

1.1 Wahrscheinlichkeitsraum

[ Axiome von Kolmogorov

Das Tuple (2, A,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit

I. Grundraum  mit Q # (), wobei w € Q ein Elemen-
tarereignis ist.

II. o-Algebra A C P(2) wobei gilt:

1. QecA
2. AcA = Alecu
3. A1, Az, e A = J,;Aie A
III. Wahrscheinlichkeitsmass P auf ({2, .A4) ist eine Ab-
bildung P : A > [0, 1], wobei gilt:
1 P(Q) =1
2. A1, Az, €AVIAGANA; =0
= P(U; Ai) = 232, P(A)

L

De-Morgan
Sei (A;);>1 eine Folge von beliebigen Mengen. Dann gilt

o0 E oo
(U Ai) = m(Ai)c

i=1

Daraus folgt

1. Aj, Az, € A = ﬂ?ilAie-A

2. ABe A = (AUB),(ANnB)e A
und fiir A,Be A

1. P(AY) =1—-P(4

2. ACB = P(A) <P(B)

3. P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B)
Sei A1, A2, --- € A, dann gilt:

Union Bound - -
P (U Ai> <D P(A)

i=1

Siebformel
P (U Ai> = (-kt! > P(Ai; N---NA;)
i=1 k=1 1<iy < <ip<n
Atome

Sei €2 nicht leer und diskret. Sei F eine beliebige o-Algebra iiber 2.
Eine nichtleere Menge A € F heisst atomare Menge von F falls
fir alle B € F gilt:

BCA = B=QVvB=A

(Intuitiv: A ist die kleinste nichtleere Menge beziiglich der Inklusion
in F)

Die Menge der atomaren Mengen von F bezeichnen wir mit Atom(F).

Jedes Element von F lésst sich als abzéhlbare Vereinigung von Ele-
menten aus Atom(F) schreiben.

1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei A,B € A und P(B) > 0, dann ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von A gegeben B
P(ANB
P(A|B) = g
P(B)

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
Sei (B;);er eine Partition von Q. Dann gilt fiir jedes beliebige A € A

P(A) = Z P(A|B;)P(B;)
i: P(B;)>0
Satz von Bayes
Aus der Definition der bedingten W’keit folgt sofort die Bayessche
Formel, welche den Zusammenhang zwischen P(A|B) und P(B|A)

beschreibt: P(A|B)P(B)

W
Mit dem Satz der totalen W’keit kénnen wir P(A) umschreiben
und kommen auf folgende Form:

Sei (Bj)icr eine Partition von Q. Dann gilt fiir jedes beliebige
Ae A PA)>0

P(B|A) =

P(A|B;) - P(B;)
Zj: P(B;)>0 P(A|B;) - P(B;)

Intuition Bayessche Statistik

In dieser Form wiirde man A als das eingetretene Ereignis und
die B; als die verschiedene Hypothesen verstehen.

In der Bayesschen Statistik versucht man die Hypothese zu finden,
so dass P(B;|A) maximiert wird.

(Wurde in der Vorlesung nicht weiter behandelt)

P(B;|A) =

1.3 Unabhingigkeit

Zwei Ereignisse A, B € A heissen unabhiingig, wenn

P(AN B) = P(A) - P(B)

e P(A) €{0,1} = A zu jedem Ereignis unabhingig
e A zu sich selbst unabhingig =— P(A) € {0,1}
e A B unabhingig — A,B[J unabhéngig

Wenn P(A) > 0,P(B) > 0 gilt:
A, B unabhiingig <= P(A|B) = P(A) <= P(B|A) = P(B)

Wir kénnen die Definition der Unabhéngigkeit auf beliebige Mengen
von Ereignissen erweitern.

Eine Kollektion von Ereignissen (A;;¢ € I) heisst (stochas-
tisch) unabhingig, wenn

JCIendlich = P () A |=]]PA)
1eJ €J

2 Zufallsvariablen
Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
r Zufallsvariable

Eine (reellwertige) Zufallsvariable auf Q ist eine messbare
Funktion X : Q — R.

X : Q — R messbar <= VB C R closed. X" 1(B) € A

Die Eigenschaft messbar ist beziiglich dem Wahrscheinlich-
keitsmass P : A — [0,1] relevant. Dann ist P(X € B) :=
P({w € Q| X(w) € B}) wohldefiniert.

v

Bei diskretem €2, konnen wir die rechte Seite vom ’ <= ’ durch
Vz € R: X~ 1({z}) € A (1) ersetzen.

Fiir die Messbarkeit von X ist nur X (2) C R entscheidend und jede
Teilmenge A C X (Q) ist abzéhlbar (da Q abzdhlbar). Somit kann
X~1(A) als abzéhlbare Vereinigung von (J,c 4 X ! ({z}) geschrie-
ben werden.

(1) = X~1(A) € A per Def. o-Algebra

2.1 Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion ist die Abbildung Fx : R — [0,1] defi-
niert durch:
Fx(t):=P(X <t),Vt e R

Die Funktion erfiillt folgende Eigenschaften:
1. Fx ist monoton wachsend
2. Fx ist rechtsstetig, i.e. limp o Fx (z + h) = Fx (z)



3. limg— 0o Fx(z) =0 und limz 00 Fix(z) =1

4. Va,beR,a <b:P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a)
Linksstetigkeit
Die Verteilungsfunktion ist nicht immer linksstetig.
Sei FX (a—) = hmth FX (a — h) fir a € R beheblg
Dann gilt:

P(X = a) = Fx(a) — Fx(a—)

Intuitiv folgt daraus

e Wenn Fx in einem Punkt a € R nicht stetig ist, dann ist die
”Sprunghohe” Fx (a)—Fx (a—) gleich der Wahrscheinlichkeit

P(X = a).
e Falls Fx stetig in einem Punkt a € R, dann gilt P(X = a) =
0.
Seien X7i, ..., Xy, Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (€2,.4,P). Dann heissen X7, ..., X,, unabhiingig,
falls

Va1, ....,2n ER:
P(X1 < z1,.., Xn S zn) =P(X1 < @1) - .o - P(Xn < ).

2.2 Diskrete Zufallsvariablen

Sei A € F ein Ereignis.
Wir sagen A tritt fast sicher (f.s.) ein, falls P(A) = 1.

Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen:
X<Yfs < P(X<Y)=1

Eine Zufallsvariable X : © — R heisst diskret, falls eine
endliche oder abzéhlbare Menge W C R existiert, sodass
P(XeW)=1

Falls Q endlich oder abzihlbar ist, dann ist X immer diskret.

Die Verteilungsfunktion einer diskreten ZV X:

Fx(@)=B(X <2)= > pu) ly<s
yew

Die Gewichtsfunktion einer diskreten ZV X:

Vz € X(Q) : p(x) =P(X =z) wobei »  p(z)=1
zeX ()

2.3 Diskrete Verteilungen

Bernoulli-Verteilung (X ~ Ber(p)):
X(Q) = {0,1} und die Gewichtsfunktion ist definiert durch

p(1):=P(X =1)=pund p(0) :=P(X =0)=1—p.

Binomialverteilung (X ~ Bin(n, p)):

Wiederholung von n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit glei-
chem Parameter p.

p(k) =P(X = k) = (Z) PP A —p)"F Vke{0,1,...,n}

Geometrische Verteilung (X ~ Geo(p)):
Warten auf den 1-ten Erfolg.

plk) =B(X =k)=(1-p)*'-p VkeN\{0}

Poisson-Verteilung (X ~ Poisson(})):
Grenzwert der Binomialverteilung fiir grosse n und kleine p.
)\k
p(k) :=P(X =k) = i ce™ Vk €Ng,A>0
1. Fir Xn ~ Bin(n, 2) gilt limn 00 P(Xn = k) = P(Y = k)
wobei Y ~ Poisson(\).
2. Seien X1 ~ Poisson(A1) und X2 ~ Poisson(A2) unabhingig.
Dann gilt (X1 + X2) ~ Poisson(A1 + A2).

2.4 Stetige Zufallsvariablen

-
Eine Zufallsvariable X : 2 — R heisst stetig, wenn ihre Ver-
teilungsfunktion Fx wie folgt geschrieben werden kann

Fx(a) = / f(z)dzx fir alle a € R.

wobei f : R — RT eine nicht-negative Funktion ist. f wird
dann als Dichte von X benannt.
Wenn f : (R,B) — (R, B) messbar ist, ist die Zufallsvariable
X absolut stetig.

.

Intuition: f(x)dz ist die Wahrscheinlichkeit, dass X € [z, z + dz].

Von Fx zu f:

Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F'x und
Fx stiickweise C1, d.h. es gibt g = —00 < ... < Tp_1 < Tn = +00,
sodass Fx auf jedem Intervall (z;,2;11) Element von C ist.
Dann ist X eine stetige Zufallsvariable und die Dichte f kann wie
folgt konstruiert werden:

Vo € (zi,ziv1)  f(z) = Fx(2).
Bedingte Dichte

Seien X,Y ZV auf (Q, A, P) mit gemeinsamer Dichte fx y (z,y) und
Randdichte fy (y) # 0. Dann ist die bedingte Dichte von X bedingt

durch Y:
_ fX,Y(x7 y)

)
2.5 Stetige Verteilungen

Gleichverteilung (X ~ U([a,b])):
Die Dichte ist auf dem Intervall [a, b] gleich.

_Jo z ¢ |a, b
fa,b(x) - {b%a = [a,b]

Ixy (zly)

Exponentialverteilung (7' ~ Exp())):

Lebensdauer oder Wartezeit eines allg. Ereignisses (Stetiges Aquivalent

zur Geometrischen Verteilung).

Ae A >0,
@) = {0 z <0.

Normalverteilung (X ~ N (m,0?)):
Haufig verwendete Verteilung. Undefiniert fiir o = 0.

1 _ (zfrn)2
Fmyo(@) = P
e V2mro?
1. Seien Xi,..., X, unabhingige normalverteilte ZV mit Pa-
rametern (mq,0%),...,(mn,02), dann ist

Z=mo+MX1+...+Xn

eine normalverteilte ZV mit Parametern m = mqg + A\1m1 +
.+ Apmy, und o2 :/\%0%—1—...—&-/\%0%.

2. Sei Z ~ N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsva-
riable. Dann gilt fiir X ~ A (m,o?)

X=m+o-2

3 Erwartungswert
(Erwartungswert - Diskrete ZV

Sei X :  — R eine diskrete Zufallsvariable, Wx := X (Q2) und
¢ : R — R eine Abbildung. Falls die Summe wohldefiniert ist,
gilt:

E(@(X)) = > ¢(z) P(X =)

zeWx
Wenn X : Q — Np, kann man auch den Erwartungswert als

E(X) = i P(X > n)
n=0

schreiben.

L
(Erwartungswert - Stetige ZV
Sei X : © — R eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f. Sei

¢ : R — R eine Abbildung, sodass ¢(X) eine Zufallsvariable
ist. Dann gilt

B(6(0) = | = $(e)f () de,

solange das Integral wohldefiniert ist.
Sei X eine stetige ZV mit X > 0 f.s., dann gilt:

E(X) = /Ooo P(X > z) do




3.1 Rechnen mit Erwartungswerten

Linearitit des Erwartungswertes:
Seien X,Y : Q@ — R ZV mit A € R, Falls die Erwartungswerte
wohldefiniert sind, gilt:

EA-X+Y)=XEX)+E®Y)

Falls X,Y unabhéingig, dann gilt auch:
E(X-Y)=E(X)- -EY)
Eine generellere Form wire folgende Aquivalenz:
X1, X2, ..., X, unabhingig
—
Fiir jede ¢1 : R = R, ..., ¢n : R — R stiickweise stetig, beschriankt
gilt
E(p1(X1) -+ ¢n(Xn)) = E(¢1(X1)) - - - E(¢n(Xn))

3.2 Ungleichungen

Monotonie
Seien X,Y ZV mit X <Y f.s., dann gilt:

E(X) <E(Y)

Markov Ungleichung
Sei X eine ZV und ferner g : X(2) — [0,+00) eine wachsende
Funktion. Fiir jedes ¢ € R mit g(c) > 0 gilt dann

E(g(X
P(X > o) < W)

g(c)
Einfache Version:
Sei X eine ZV mit X > 0 f.s., dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

E(X
P(X > 1) < 20

Chebyshev Ungleichung
Sei Y eine ZV mit endlicher Varianz. Fiir jedes b > 0 gilt dann
Var(Y)

P(Y —E(V)| 2 ) <

Jensen Ungleichung
Sei X eine ZV und ¢ : R — R eine konvexe Funktion, dann gilt:

#(E(X)) < E(a(X))
3.3 Varianz

[ Varianz

Sei X eine ZV, sodass E(X?) < co. Die Varianz von X ist
definiert durch

Var(X) = 0% = E((X —m)?) = E(X?) — E(X)?

wobei m = E(X). Dabei wird ox als Standardabweichung
von X bezeichnet und beschreibt den Erwartungswert fiir die
Distanz von X zu E(X).

L

1. Sei X ein ZV, sodass E(X?) < co und a,b € R:
Var(a - X +b) = a? - Var(X)
2. Seien X1, ..., X,, paarweise unabhéngig. Dann gilt

Var(Xq + ...+ Xyn) = Var(X1) + ... + Var(X,)
Kovarianz

Seien X,Y ZV mit E(X?2) < o0, E(Y2) < co. Wir definieren
die Kovarianz zwischen X und Y durch

Cov(X,Y) := E(XY) — E(X)E(Y)

1. Cov(X,X) = Var(X)

2. X,Y unabhingig = Cov(X,Y) = 0 (Die Umkehrung ist
falsch!)

3. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

e Momenterzeugende Funktion: Mx (t) := E (etX).

e Die k-te Ableitung ist das k-te Moment von X: my :=
E(XF).

e Das k-te zentrale Moment von X: py, :=E ((X — p)*) .

e Fiir X stetig gilt deshalb Mx (t) = [*°_et® f(z)dx.

e
— 00
e Das k-te empirische Moment der Realisierung (z1...n) :

mk(l’ln) = % 7:'”:1 mf

3.4 Bedingter Erwartungswert

Sei (Q, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable.

Fiir ein beliebiges B € A,P(B) > 0 definieren wir den bedingten
Erwartungswert X bedingt durch B als

_ E(pX) _ _
E(X | B) = “P(B) IG;Q) #P(X =z | B)
= > X(@P{w}|B)
weN

Bedingter Erwartungswert als Zufallsvariable

Wir betrachten eine Partition B = (B;);er von Q (B; sind disjunkt
und nichtleer, I abzihlbar).

Dann definieren wir die Zufallsvariable

E(X [B)w)= Y. EX|B)lp, W)
i€I,P(B;>0)

1. Intuition: Die Information, die durch die Partition gegeben
ist, ist dass eines der B; eintreten wird. Bei der Realisierung
durch das Eintreten des Elementarereignisses w wird E(X |
B) zu dem E(X | B;) realisiert, bei welchem w € B;.

2. Bemerkung: Das B hat in der Vorlesung 2 verschiedene
Bedeutungen. Es wird als Variable fiir sowohl die Borelsche
o-Algebra als auch die Partition von € verwendet.

3

4 Mehrere Zufallsvariablen

Die gemeinsame Verteilungsfunktion von n Zufallsva-
riablen X1,..., X, (stetig oder diskret) ist die Abbildung
F:R™ — [0,1],

(1,...,zn) = F(z1,...,2n) =P(X1 < z1,...,Xn < zn)

4.1 Diskreter Fall - Gewichtsfunktion

Fiir n diskrete ZV X1,..., X, definieren wir ihre gemeinsame
Gewichtsfunktion p : R™ — [0, 1] durch

p(z1,...,zn) =P(X1 =21,...,Xn =2n)

Aus der gemeinsamen Gewichtsfunktion p bekommt man die ge-
meinsame Verteilungsfunktion mit

F(z1,...,zn) =P(X1 <z1,...,Xn < zn)

= Z P(X1=wv1,..-

Y1<T1,...,yn <Tn

Z p(y177yn)

Y1<T150Yn STn

, Xn = yn)

Seien X7, ..., X, diskrete Zufallsvariablen in (2, F,P), so-
dass X1 € Wh,..., X, € W, fs. fir Wy,..., W, C R endlich
oder abzéhlbar.

Fiir ¢ : R™ — R beliebig, ist Z = ¢(X1, ..., Xy) eine diskrete
Zufallsvariable mit Z € W = ¢(W71 X ... x Wy) fs. .

Die Gewichtsfunktion von Z ist gegeben durch pz : W —
[0, 1]:

pz(t) =P(Z=t)= > p(1,. .., an)
1 EWY,..,en€Wn
é(21,...,2n)=t

1. Mit dem vorherigen Satz kénnen wir aus der gemeinsamen
Verteilung die Randverteilung einer Zufallsvariablen ex-
trahieren (wegsummieren). Wir verwenden dafiir einfach die
Funktion

o(x1,...,xn) = x;

2. Der Erwartungswert des Bildes der Funktion ¢ : R™ — R ist

E((b(X17"'7X")): Z ¢($1,---7$n)p(1'17---7$n)

T, Tm
3. Wir haben eine Aquvalenz:

X1,...,Xnunabhingig
<
Ver € Wi, ...,xn € Wy
p(x1,...,xn) =P(X1 =21) ... - P(Xp, = zn)



4.2 Stetiger Fall - Gemeinsame Dichte
[ Gemeinsame Dichte

Falls die gemeinsame Verteilungsfunktion von n Zufallsvaria-
blen X1,..., X, sich schreiben lasst als

T e
F(xl,...,xn):/ / f(tl,...,tn)dtn...dtl
—oo —oo

fiir eine Funktion f : R™ — [0, 00), so heisst f(z1,...,zn) die
gemeinsame Dichte von X,...X,.

\

1. f(xlw"?
2.

Tn) > 0, und = 0 ausserhalb von W(X1, ..., Xpn).

/ / flx1,...,zn)den ... dey

(z1,..,xn)EA

P((X1,...,Xn) € A)

fiir A C R™ beliebig.
3. Haben X,Y die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx y, so
ist Fx : R — [0,1],

Fx(z) =P(X <z)=P(X <z,Y <o) = UE)H;OFX»Y(I’?J)

die Verteilungsfunktion der Randverteilung von X. Analoges
gilt fiir Fy.

4. Falls X,Y eine gemeinsame Dichte f(z,y) haben, so haben
auch die Randverteilungen von X und Y Dichten fx : R —
[0,00) und Fy : R — [0, 00).

:/_O:o f(z,y)dy baw. fy(y) = /_0:0 f(z,y) dw

Die Dichtefunktion einer Randverteilung (Randdichte) ent-
steht aus der gemeinsamen Dichtefunktion durch ”Weginte-
grieren” der anderen Variable(n).

Wenn X1, ..., X, stetige ZV mit Dichten fi,...
folgenden Aussagen dquivalent:

, fn, dann sind die

e Xi,...,X, unabhingig
e (X1,...,Xy) ist stetig mit gemeinsamer Dichte

[, mn) = fi(@n) - fa(n)

e Fiir alle ¢1 : R = R,...,¢n : R — R die stiickweise stetig
und beschriankt sind, gilt

E(¢1(X1) - - ¢n(Xn)) = B(¢1(X1)) - .. - E(dn(Xn))

4.3 Transformation von Zufallsvariablen
linearer Transformationssatz

Sei Z ein n-dimensionaler Zufallsvektor und g : (R™, B"™) —
(R™,B™) eine messbare Abbildung. Dann ist

H(w) = g(Z(w))
ein m-dimensionaler Zufallsvariable und ferner gilt
P(H € A) =P(Z € g~ 1(A)).

Wenn g linear und umkehrbar (i.e. g(z) = m + Bz mit
det(B) # 0) und unter Vorraussetzung, dass die Verteilung
von Z absolut stetig ist, dann ist H auch absolut stetig und
es gilt:

fu(x) = fz(B~!(z —m)).

|det(B)]

Beispielrechnung

= (X,Y) 2-dim Zufallsvektor. Wir wollen die Dichte von X +Y
berechnen.
Man wiére versucht die Matrix B und den Vektor m wie folgt zu
definieren:

B=(1 1) undm:(g)
(X ¥) = (1 1).(§):X+y

Dann wiire aber B (und somit g) nicht invertierbar! Deshalb wollen
wir B so wihlen, dass g((X,Y)) = (X, X +Y):

(x3v)=C D)

det(B) =1# 0 = B invertierbar

4 (1 0
B —(71 1

Nach dem linearen Transformationssatz gilt
1 T
,z) = B!
fx,x+v(z, 2) \det(B)|fXY < (Z))

= (5 ()

= fxy (z,z—2)

Aus der gemeinsamen Dichte fx xy konnen wir die Dichte fx 1y
bestimmen.

fxiv(z) = /OO fx,x+v(z,2)dx

oo
:/ fxy(z,z—x)de
—oo
Falls X und Y unabhingig
oo
R CRCr
4 — 0o

4.3.1 Charakterisierung der Dichte durch E

Sei ¢ : R® — R eine Abbildung und Xi,..., X, ZV mit gemein-
samer Dichte f. Dann lédsst sich E(Z) fiir die Zufallsvariable Z =
¢(X1,...,Xn) mit

E(Z) = / /Ml,..., F(@1ye s a) don . do

berechnen.

Dies reicht aber nicht, um die Dichte einer transformierten ZV zu
berechnen. Mehrere Zufallsvariablen mit unterschiedlichen Dichten
kénnen den gleichen Erwartungswert haben.

Sei f : R — Ry eine Abblidung, sodass [
Dann sind folgende Aussagen dquivalent

e 7 ist stetig mit Dichte f
e Fiir jede stiickweise stetige, beschrinkte Abbildung 1 :

R — R gilt
2= ~ p(2)f(z) d

f(x)dz =1

Beispielrechnung

Wir kénnen diese Erkenntnis nutzen, um die Dichte einer transfor-
mierten Zufallsvariable zu berechnen.

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichtefunk-
tion

firx>1,y>1

_1
z,y) = P
f@y) {0 sonst.

Bestimme die Dichtefunktion fy der Zufallsvariable V = XY
Sei ¥ : R — R stiickweise stetig und beschrinkt. Wir definieren
¢(z,y) = Y(zy) = ¥ (v) und berechnen

//fbry)f:vy)dwdy
:/1 /1 w(w‘y)@dﬂcdy

Substition v = zy, dv = y dx

AR

A={(v,y) eR* |1 <y < o0,y <v < oo}
={(v,y) eR* 1<y <v,1<v< oo}
Zeichnung hilft ;)

:Amsz(v)%dydv
- / oL
_/ e

In(e)

E(yp(V)) = E(6(X,Y))

v€[1 00) dv

= fv(t) = Le(1,00)



rgenereller Transformationssatz

Sei Z ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichtefunktion
fz : R" -5 R4 und ¢ : R® — R"™ stetig differenzierbar mit
stetig differenzierbarer Umkehrabbildung ¢—1. Dann gilt fiir
die Dichte fyy von U = ¢(Z):

fo(@) = fz (671 () - |det(J4-1 ()|

L
Beweisidee. Fiir A C R™ gilt

[ w@di-pwen-rzeo = [ ra@ds
A e 1(4)
Aus der mehrdimensionalen Integralrechnung folgt dann

7= ~1 (@) - |de —1(u i
/45—1(A) fz(f)dZ—/Afz (¢~ (@) - [det(Jy—1 (@))| &

Beispielrechnung

Wir haben Z = (X,Y), wobei X,Y unabhingig und exponential-
verteilt mit A > 0. Berechne die Dichtefunktion fyy von
X
T Xty
Wir definieren ¢, so dass (U,Y) = ¢(X,Y).

x

$(z,y) = (I?/) und ¢~ (u, y) = (%)

Y

_ FEeTid
Check: ¢! (ﬁyy) = (1_?% ,y) = (ﬁy) = (z,y).
‘We then have

‘det (]¢_1(u, y))‘ = |det <1“ L(l_“P 1
)
_ |- tuy| |y
(1 —wu)? (1—u)?

Per genereller Transformationssatz gilt
uy y
u, = —_—, _—
fuy(u,y) = fx,v (1_u y) A= w2

)\2ei>\(%+y) ‘ (1_yu)2

_ if 2 >0Ay >0

sonst.

0 | ye
fu(u) :/_ foy (u,y) dy

SR T U
= /0 me =uYyll 0,1 By
per partielle Integration

= IluE[O,l]

5 Konvergenz in Wahrscheinlich-
keitsrdumen
Unabhingigkeit einer Folge und iid./uiv.

Eine Folge von ZV Xi,Xa,... ist unabhéngig, wenn
X1,..., Xy, unabhéngig (Vn € N, nach der Definition in 2.1).
Sie ist zudem uiv./iid., falls Fx, = Fx;,Vi,j €N.

In einem Wahrscheinlichkeitsraum kénnen wir fiir eine Folge von
Zufallsvariablen X1, X2,... und einer ZV Z zwischen 3 Arten von
Konvergenz unterscheiden:

1. schwache Konvergenz / Konvergenz in Verteilung
Wir definieren X,, % Z (d for distribution) als

lim P(X, <z)= lim Fx, (z)=Fz(z)=P(Z < x)
n—oo n—r oo
fiir jede Stetigkeitsstelle z € R von F.

2. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
Wir definieren X, L Z als

Ve >0 lim P(|X,—Z|>¢)=0
n—oo

3. Fast-sichere Konvergenz

Wir definieren X, f—s> Z als
P{we Q| lim X,(w)=Z(w)}) =1

n—oo

Wir haben dann auch

Xo 7 = x, 52z = x, 5z

Die Umkehrung der Implikationen gilt nicht, wie folgende Beispiele
zeigen:
L Xo %2z = x, 52z
Sei @ = {0,1} und fiir alle n € N

]I”(Xn:O):IP’(Xn=1)=%v Xn(w)={(1) Zj
und
IP(Z:O):IP’(Z:I)=%, Z(w)={[1) Zz(l)

Aus Fy, = Fy folgt direkt X,, % Z.
Da aber |Xn(w) — Z(w)| = 1,Vw € Q und demzufolge
limy oo P(|Xn — Z| > €) -~ 0 fiir n — oo, gilt

P
Xn > Z

2 Xn -5 Z = X, S5 7
Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], B, P). Fiir
ein beliebiges n € N sei k = |log,(n)] und j € {0,...,2¢F 1},
sodass n = 2k 4 j.
5

Dann definieren wir

Xn(w) = 1[%’%}((»)

und
Z(w)=0 YweQ=]0,1]

Zur Visualisierung wiirde die Folge so aussehen
X1 = 1[071],)(2 = ﬂ[o’%],Xg, = ﬂ[%’l],X4 = 1[0,%] etc.
Wir hitten dann
Ve>0 lim P(|X,—Z|>e)=0 = X, —Z
n—o0

Aber fiir jedes w € [0,1] finden wir unendlich viele X, mit
Xn(w) =1 und deshalb

P({w € [0,1] | lim_ Xa(w) = Z()}) =0 = X, 552
5.1 Gesetz der grossen Zahlen

(starkes Gesetz der grossen Zahlen

Sei Xi,Xa,... eine Folge von uiv. Zufallsvariablen. Sei
E(]X1]) < oo und p = E(X1). Fiir

— 1 1
Xn =8 =— ZX
=il
gilt dann -
Xp — p fis.
L

Dies ist eine fast-sichere Konvergenz.

(schwaches Gesetz der grossen Zahlen
Sei X1, X2, ... eine Folge von paarweise unkorrelierten Zufalls-

variablen, die alle den gleichen Erwartungswert E(X;) =
und die gleiche Varianz Var(X;) = 2 haben. Sei

Dann konvergiert X, fiir n — co in Wahrscheinlichkeit gegen
w=E(X;), d.h.

Ve>0 lim P(|Xn—pl>c)=0ie Xn—p
n— oo

v

Bemerkung:
Zur Erinnerung;:

X, X; unkorreliert <= Cov(X;,X;) =0
‘Wir haben auch

X;, X unabhingig = Xj, X; unkorreliert



5.2 Zentraler Grenzwertsatz
rZentraler Grenzwertsatz

Sei (Xn)nen eine Folge von iid. Zufallsvariablen mit E(X;) =
p < oo und Var(X;) = 02 < co. Dann gilt

lim P(S"fn“ gx) =®(z) VzeR

n— oo g\/ﬁ
also s
n —NU d
—— — N(0,1
o (0,1)
w
Bemerkungen:

Man verwendet auch oft die Form fiir X,, = %Sn als
X -

NG -, N(0,1)

beziehungsweise
d 2 ~ d 1 2
Sp — N(np,no?) und X, — N (p, —0o
n

Beispielrechnung
Seien (X;)i>1, (Yi)i>1 und (Z;);>1 Folgen von iid. ZV mit

P(X; =1)=P(X; =-1) = %

und analog fiir Y1 und Z;. Wir definieren

ng) = iXi’ SS}‘) = iYi, S,(lz) = iZi
i=1 i=1 i=1

Die Folge ((Sﬁbx), S,(Ly),,So'T(lz))>n>1 wird zufillige Irrfahrt in Z3 ge-

nannt. Sei a > % Zeige, dass
P (H(SS:), S'ﬁfﬁ,bv,(lz))H2 < no‘) — 1 fiir n — oo,

wobei ||(z,y, )|y := V&2 + y? + 22 die euklidische Norm ist.
n— o0

Schritt 1: Fiir alle a > 1/2 zeigen wir P(|S{)] < n®) "25° 1.
Da E(X;) = 0 und Var(X;) = 1 folgt fiir a € R beliebig per ZGS

(@)
(z) _ Sn n—oo
IP’(Sn Saﬁ)P(\/ﬁSa) =3 $(a)

und somit auch

P (|s£f>| < aﬁ) =P (sﬁf) < a\/ﬁ> —P (S,(f) < fa\/ﬁ>
"2%° &(a) — D(—a) = 20(a) — 1
Sei a =1/2 4+ 3,8 > 0. Dann instanzieren wir mit a = nb.

P (|s£f‘)\ < na) =P (|s§f”>| < nﬂ\/ﬁ> — lim 20(nf) —1) =1

Dies gilt analog fiir Sﬁly) und S,(lz).

Schritt 2: Ya > 1/2,P (H(sﬁ%s&%sﬁ)‘t < n“) noee
Sei o/ € (1/2, ). Dann folgt
{1551 < ne’ A5 <0’ A185 < o'}
< {| (s, 52,50, < v3-no'}
Da n® > v/3n® fiir grosse n, folgt
tim ([ (57,53 517) |, < n°)

n—oo
>t P (| (557,589,505

6 Schitzer

Wir treffen folgende Annahmen:

> lim P(1857) <0, 5P <0185 <n') =1
n—r o0

e Parameterraum © C R™

e Familie von Wahrscheinlichkeitsmassen (Pg)gco auf (2, F);
fiir jedes Element im Parameterraum existiert ein Modell /
Wabhrscheinlichkeitsraum (92, F, Pg).

e Zufallsvariablen X1, ..., X, auf (Q,F)

Wir nennen die Gesamtheit der beobachteten Daten z1, ..., zn (Wo-
bei z; = X;(w)) und die ZV X1y, ..., X, Stichprobe.

Ein Schétzer ist eine Zufallsvariable T' : © +— R™ von der

Form
T=tXi1,...,Xn), t:R*"—R™

Ein Schitzer T ist erwartungstreu, falls fiir alle § € © gilt:
Ey[T] =6

Sei @ € © und T ein Schitzer. Der Bias (erwartete Schiitzfehler)
von T im Modell Py ist definiert als:

Eo[T] — 6

Der mittlere quadratische Schétzfehler (MSE) von T im Modell Py
ist definiert als:

MSE[T] = Eg[(T — 6)?]
MSE[T] = Varg(T) + (E[T] — 0)?

6.1 Maximum-Likelihood-Methode
6.1.1 Likelihood-Funktion, ML-Schétzer
Die Likelihood-Funktion ist definiert als

. ;0 diskret
L(Il, .7:2”;0): p(xlv s Tny ) ( 18 .re )
flz1,...,zn;0) (stetig)
Fiir jedes z1,...,2n € W sel tpyrr(z1,. .., zn) der Wert, welcher die
Funktion © — L(z1,...,Zn;0) maximiert. Ein Maximum-Likelihood-
Schétzer ist dann definiert als

Tyr =tur(X1,. .., Xn)
6

6.1.2 Anwendung der Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode ist ein Weg, um systematisch
einen Schétzer zu bestimmen.

1. Gemeinsame Dichte/Verteilung der ZV finden

2. Bestimme davon die Log-Likelihood-Funktion
f(0) :==In(L(z1,...,zn;0))

3. f(#) nach 0 ableiten

4. Nullstelle von f’(6) finden

5. f(0) < 0 oder anderes Argument, dass wir das Maximum
gefunden haben (evtl. Randstellen iiberpriifen!).

Beispielrechnung mit Randstelle
Wir betrachten den Parameterraum © = Ry x Ry mit 0 = (01, 62)
und die Modellfamilie (Pg)pco, wobei die ZV Xi,..., X, iid. mit
f (@) 0aef102=022  falls 1 > 04,
) =
01,62 0 sonst.

Bestimme den ML-Schiéitzer fiir = (01, 62):
Die Likelihood-Funktion ist

n n
L(@1,..,@n;01,02) = [ fo, 0, (@) = [ 0267192771, (g, o0
=1

=1

n n
= 6% exp <n¢916’2 — 62 Zmz) H 1, 161,00

=1 =1
n
= 0% exp <n9102 — 62 Z rz) Liin(a;) >0,
=1

Wenn wir davon jetzt die Log-Likelihood Funktion nehmen wiirden,
und diese ableiten, kommen wir auf etwas undefiniertes. Das liegt
daran, dass sobald 61 > min(z;) gibt es einen Sprung zu 0.

Da 65 > 0 folgt

L(x1, ey Tn; 01,02) >0 <= Vi€ {1,...,n} 2, > 01

Um L(z1, ..., Zn; 01, 62) zu maximieren, schrinken wir den Ursprungs-
raum mit 61 < minj <;<,(2;) ein und bestimmen die Log-Likelihood
Funktion als

f(91, 92) = log (L(CE1, vy T 01, 92)) = nlog(ez) + nfh1602 — O2 sz
i=1

Da 62 > 0 ist (unter der Einschrénkung) die Log-Likelihood Funk-
tion fiir 61 = min;<;<,(2;) maximal (unabhingig von 62). Somit
kénnen wir 07 so fixieren und log(L) separat nach 2 maximieren.

of n "
—_— = — 01 — ;i =0
505 02+n1 ;xz

~ n
nfy — E Ti= =
i=1 2

g = ——————
Y@ —nbs



Uberpriifen des kritischen Punktes:
62

n n
5[ (91, ) =-
8263 2i=1 7 — b1 (=, zcifn(h)z

n 2
—<Z$i—n91> <0
i=1

Daraus erhalten wir die Maximimum-Likelihood-Schétzer fiir 81 und
0s:

n
Ti = min X;und Th = ————
! 1<i<n v 2 Z?:l X-L' — nTl

6.2 Momentenmethode /-schitzer:
1. Sei X1, ..., Xy, iid. eine Stichprobe.

2. Sei © ein m-dimensionaler Parameterraum.

3. Stelle fiir 6 = (61, ...0m) ein Gleichungssystem auf, in dem
das k-te empirische Moment dem k-ten Moment gleichgesetzt
wird: Mg (z1,...Tn) = gr(01,...0m),k € {1,...m}.

4. Der Vektor é(Xl, ..
rameters 6.

7 Tests

. Xm) heisst Momentenschétzer des Pa-

Die Nullhypothese Hp und die Alternativhypothese H 4
sind zwei Teilmengen ©9 C ©,0 4 C © wobei g NO4 = T.
Falls keine explizite Alternativhypothese spezifiziert ist, so
hat man ©4 = © \ Oq.

Eine Hypothese heisst einfach, falls die Teilmenge aus einem
einzelnen Wert besteht; sonst zusammengesetzt.

Definition Test

Ein Test ist ein Tupel (T, K), wobei T eine ZV der Form
T = ¢(X1,...,Xn) und K C R eine deterministische Teil-
menge von R ist. Wir nennen 7" die Teststatistik und K den
Verwerfungsbereich oder kritischen Bereich.

Wir wollen nun anhand der Daten (X1 (w), ..., Xn(w)) entscheiden,
ob die Nullhypothese akzeptiert oder verworfen wird. Zuerst berech-
nen wir die Teststatistik T'(w) = t(X1(w),..., Xn(w)) und gehen
dann wie folgt vor:

e Die Hypothese Hy wird verworfen, falls T(w) € K.

e Die Hypothese Ho wird akzeptiert, falls T'(w) ¢ K.

Ein Fehler 1. Art ist, wenn Hj filschlicherweise verworfen
wird, obwohl sie richtig ist.
Po(T € K), 0€ O

Ein Fehler 2. Art ist, wenn Hj filschlicherweise akzeptiert
wird, obwohl sie falsch ist.

Po(T ¢ K)=1-Po(TE€K), 0€O4

Bemerkung: Da T eine ZV und somit beziiglich dem Mass Py :
F — [0, 1] messbar ist, gilt {T' € K} € F und somit ist Py(T € K)
wohldefiniert.

7.1 Signifikanzniveau und Macht
Ein Test hat Signifikanzniveau a € [0, 1] falls
Ve Oy Pp(T €K)<a

Es ist meist unser priméres Ziel, die Fehler 1. Art zu minimieren.
Das sekundére Ziel ist, Fehler 2. Art zu vermeiden. Hierfiir definie-
ren wir die Macht eines Tests als Funktion:

BZG)A'—)[O,l], BHPQ(TEK)

Zu beachten ist, dass eine kleine Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
2. Art einem grossen ( entspricht.

7.2 Konstruktion von Tests

Wir nehmen an, dass Xi,...,X, diskret oder gemeinsam stetig
unter Pp, und Py, sind, wobei ©p N ©4 = @ einfach sind (6o €
OgNby € @A).

Der Likelihood-Quotient ist somit wohldefiniert:

L(z1,...,2n;04)
L(z1,...,2n;00)
(Falls L(z1,...,%n;00) = 0 setzen wir R(z1,...,2n) = +00.)

Fiir zusammengesetzte ©g und © 4 konnen wir den verallg. Likelihood-
Quotient definieren:

R(z1,...,2n) =

supgeo , L(z1,...,2n;0)
SuPgco, L(T1,- .-, 7n;0)

R(z1,...,wp) 1=
Wenn R > 1, so gilt H4 > Hp und analog R <1 — Hx < Hp.

Der Likelihood-Quotient-Test (LQ-Test) mit Parameter
¢ > 0 ist definiert durch:

T=R(Xi1,...,Xn) und K = (¢,

Neyman-Pearson-Lemma

Der LQ-Test ist optimal, da jeder andere Test mit kleinerem (oder
gleichem) Signifikanzniveau auch eine kleinere (oder gleiche) Macht
hat.

7.3 Haufige Fille
Normalverteilt - ;1 unbekannt, 0> bekannt (z-Test)

Erwartungstreuer Schétzer: X, = %Z?:1 X
: . Xn—60 .,
Verteilung unter Py : e N(0,1)

1. Modell X1, ..., X, ~ N(0,0?) iid. unter Py
2. Hypothesen Hy : € = 6p und Hpy : 0 > 0g, Hy : 0 < 69
(einseitig) oder H 4 : 0 # 6 (zweiseitig)

_ Xn—p
3. Test T = N N(0, li unter Py,

4. Verwerfungsbereich K~ = (¢>,0), K« = (—00, —c<) oder
K = (—o00,—cx) U (cz,0)

5. Fall 1 a =Py, (T € K> ) =Py (T > c>)
Fall 2 a = PGO(T (S K<) = ]P)QO(T < —C<) =1 —PQO(T <
Cc<
Fail 3 a =P (T € Ky) =P, (T < —cy) + Py (T > ) =
Pgo (T < *C#) +1-— ]Pgo (T < C#)

Normalverteilt - 1, 0> unbekannt (t-Test)

Wir definieren = (11, 02) und den Varianz-Schétzer 52 = ﬁ S (X-

Xn)2.
1. Modell X1,..., X, ~ N(0,0?) iid. unter Py
2. Hypothesen: ©g = {po} % (0, 0), fiir die Alternativhypothese
gibt es wieder die drei Falle mit pa > po, pa < po und
BA # Ho. -
3. Teststatistik T = Xn_K0 ¢

VS2/n
4. Verewerfungsbereich: K>, K< oder K1

5. Fir Signifikanzniveau o, kénnen wir die kritischen Werte als
c> =tn_11-a;C< =tn_1,1—« und Ccx = tn—l,l—% wiéhlen.
Hierbei bezeichnen wir mit tm,,, das v-Quantil einer t.,-
Verteilung (i.e. derjenige Wert z = ty,,, so dass fiir X ~ tp,
P(X < z) =~ gilt).

Gepaarter Zweistichprobentest: ux, py, gleiche Va-
rianz o2

Sei X1, ..., Xy, iid. ~ N(ux,02) und Y1,...,Yy, iid. ~ N(uy,o?),
wobei X;,Y; unabhéngig.

Dann ist fir Z; := X; —Y; die ZV Zi,...,Z, iid. ~ N(ux —
py,20?).

Fiir bekanntes o konnen wir auf den Z; dann den z-Test ausfiihren,
wenn unbekannt dann der t-Test.

Ungepaarter Zweistichprobentest: ux, 1y, gleiche
Varianz o2

Sei X1,..., Xy, iid. ~ NM(pux,02) und Y1,..., Yy iid. ~ N(uy,a?),
wobei m # n, X1,..., X, und Y7, ..., Y, unabhéngig.

1. 02 bekannt. Dann haben wir folgende Teststatistik
(Xn —Ym) — (px — py)
Aih

Mit dem kénnen wir dann den z-Test ausfiihren.

T :=

~ N(0,1) unter jedem Py

2. ¢2 unbekannt. Empirische Varianzen der einzelnen beiden
Datensétzen

1 « - 1 - —
D (Xi—Xn)? und S5 1= —— > (V;-Ym)?
n—1 = m—1 =

Sg( =

kombinieren wir zu einer empirischen Varianz
5%: !

= m((n —1)S% + (m —1)5%)



Daraus die Teststatistik
(Xn =Ym) — (px — py)
Sy/L4+ L

n m

T :=

~ tm+n—2 unter jedem Py

In diesem Fall machen wir damit ein t-Test.

7.4 p-Wert

Sei T = ¢(X1q,...
lie von Tests.

, Xn) eine Teststatistik und (T, Kt)¢>0 eine Fami-

Geordnete Teststatistik

Eine Familie von Tests heisst geordnet bzgl. T' falls Ky C R
und s <t = K; C K. Beispiele:

e K; = (t,00) (rechtsseitiger Test)

e K; = (—o0,—t) (linksseitiger Test)

o K; = (—o00,—t)U(t,00) (beidseitiger Test)

Definition p-Wert

Sei Hp : 6 = 6o eine einfache Nullhypothese. Sei (T, Kt)¢>0
eine geordnete Familie von Tests. Der p-Wert ist definiert als
ZV G(w), wobei

G: Q= [0,1], Gw)="Py[T € Kyx;(w),..., Xn(w))]

Intuitiv: Wenn wir den Verwerfungsbereich mit dem realisierten
Wert der Teststatistik bestimmen wiirden; was wire das Signifikanz-
niveau (i.e. Fehler 1. Art)?
Der p-Wert hat folgende Eigenschaften:
1. Sei T stetig und K; = (t,
auf [0, 1] gleichverteilt.

2. Fiir einen p-Wert + gilt, dass alle Tests mit Signifikanzniveau
a > « die Nullhypothese verwerfen.

00). Dann ist der p-Wert unter Py,

Insgesamt gilt also:

kleiner p-Wert =—> Hp wird wahrscheinlich verworfen

8 Konfidenzintervalle

[ Definition Konfidenzintervall

Sei a € [0, 1]. Ein Konfidenzintervall fiir 6 mit Niveau 1 — «
ist ein Zufallsintervall I(w) = [A(w), B(w)], sodass gilt

V9EO® Pol[A<O<B|>1-a
wobei A wund B Zufallsvariablen der Form A =
a(X1,...,Xn),B=0b(X1,...,Xpn) mit a,b: R® — R sind.
\

Wenn wir einen Schétzer T' = Thsr, ~ N (6, Var(X)) haben, suchen
wir ein Konfidenzintervall der Form

F= [1 = VN (), T + e/ Var(X)]

Hierbei gilt:

o (T e/ FROD < 0 ST 4 o/FrlT)
=Py(-c<Z <o)
=Py (Z<c)—Py(Z < —¢)
—Py(Z< )~ (1-Fy(Z <))
(

—20(c) — 1
. . T—9 N .
wobei Z = NAZes) N(0,1) ist.

8.1 Approximatives Konfidenzintervall

Wir kénnen den zentralen Grenzwertsatz benutzen, um eine stan-
dardnormalverteilte ZV zu erhalten, und damit die Konfidenzinter-
valle zu bestimmen.

9 Aufgaben
9.1 Multiple Choice

Seien X, Y zwei ZV mit gemeinsamer Dichte fx y. Welche Aussage
ist korrekt?

v X,Y sind immer stetig
O Die ZV sind nicht notwendigerweise stetig.

Sei Y eine stetige Zufallsvariable. Fiir alle s,t € Rt:
IN>0.Y ~Ezp(A) <= P(Y >s)=PY >s+t|Y >1)

v’ wahr.
O falsch.

9.2 Aufgaben Wahrscheinlichkeit

Dichte von max(X1, X5)
Seien X1, X2 ~ U[0,1] unabhingige ZV und sei X = max(X1, X»).
Berechne die Dichtefunktion von X und P[X; <z | X > y].
Fx(t) = ]P[max(Xl, XQ) < t]
=P[X; <] P[Xz < 1] =
d
fx(t) = pre st (t) - Fx,(t) =

Fiir die Wahrscheinlichkeit brauchen wir eine Fallunterscheidung:

Fx, (8) - Fx, (1)

— 1% Tp<p<t = 2t - To<y<

1. z<0oderl<uz:
P(X1<z|X>y)=0bzw. 1
2. 0<z<y<1:
P(X1 <2,Xo>y) _ x(l—y)

P(X > y) 1—y2

3. 0<y<z<1:
P(X1 <y,X2>y)+Ply<X;<z) ax—y°
P(X >y) T2
8

Gemeinsame Dichte

Bestimme die gemeinsame Dichte von P ~ U[0,1] und H ~ U[0, P].
Wir wissen:

1
fp(®) =lpeo,1) fup(h|p) = » Inefo,p)

Somit ist:

fr.u(p,h) = fp(p) - fup(h|p) = % “lo<n<p<

Maximum und Minimum gleichverteilter ZVen

Seien Uy, Uz, Us unabhéngige, ([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen.
Wir betrachten die stetigen ZV L := min(Uy,Uz,Usz) und M :=
max(Ul, Us, U3).

Zeige fiir beliebige ¢, : R — R stiickweise stetig und beschrankt,
dass

E (6(M) - (L =/ /¢(m)'w(l)'G(m*l)ﬂogzgmgldldm

Wegen Unabhéngigkeit ist die gemeinsame Dichte durch f(u1,u2,u3) =
]lul €[0,1] ]]-uze[O,l]lugE[O,l] bestimmt.

11
/-/qﬁ(max(ul7 u2,u3))P(min(u1, ug, us)) dui dug dus
00

Wir zerteilen jetzt dieses Integral in 6 Cases mit Indikatorfunktionen
(die einzelnen Integrale summiert ergeben das gesuchte Integral).
Beispielrechnung mit 1, <y,<u, (andere Fille analog).

I
S S— O —_ O—__

¢(max(u1,u2,u3))(min(ul, uz, u3)) Ly, <us<uz dul duz dus

¢ )ﬂulguggug duy dugz dug

[ w(ur) (/:3 duz) du1> dus

1
= -/0 /(; P(uz)p(ur)(us — ul)ﬂulgug duy dus

Die anderen 5 Fille sind analog und deshalb folgt

/
[+

o O~

1

H(us) ( [

B0 ww)= [ [ olm) 60 60n— Dlocicme didm

—00 —00



10 Tabellen & Diverses

10.1 Grenzwerte

*
limz—s 0o ﬁ =00 limg—y oo ze® =0

1
z

1
limz5o0(l4+2)z =1

limyo(l+2)= =e
limgoo(1 4+ L)? = 1 limg_yoo n7 = 1
limgz 0 £ ;1 =1 limg—00(1 — %)I = é
limg 400 (1 + E)me = ekm limg o0 (555)* = ek
limg o 28122 = 1 limg 0 zlogz = 0
limg 0 -1 _ g limg_o w =1
limg 1 ln(zl) 1 limg 00 105# =0

Partielle Integration

/ Fl(@)g(e) de = F@)g(=) - / f(@)d'(z) do

e Meist gilt: Polynome ableiten (g(x)), wo das Integral peri-
odisch ist (sin, cos, e®,...) integrieren (f’(x))

e Teils: mit 1 multiplizieren, um partielle Integration anwenden
zu kénnen (z.B. im Fall von [ log(z) dz)

Substitution

Um fbf g(x)) dx zu berechnen: Ersetze g(z) durch u und
integriere f o(a) f

g (w)

e ¢'(x) muss sich herauskiirzen, sonst nutzlos.
e Grenzen substituieren nicht vergessen.

e Alternativ: unbestimmtes Integral berechnet werden und dann
u wieder durch z substituieren.

e Man kann auch das Theorem in die andere Richtung anwen-

den:
b )
[ rwau=[" 7 sgeng @) o
a g9 a)

e Sei X,Y kompakt, f:Y C R™ — R stetig.
Seiv: X — Y mit X =X, UB,Y =YyUC (B,C Rand von
X,Y).
Wenn v : X — Yo bijektiv und C1 mit det(J,(z)) # 0,Vz €
Xy, dann gilt

[ wor= fso

2))ldet(J, (2))] do

10.2 Ableitungen

F(x) £(x) £/(x)
z— o+t 1 a
——— 2 ZaFT
:J:rll z% (a#1) a-z®1
klr}( )akz ak® kak® 1n( )
In |z| % —I%
— cos(z) sin(x) cos(zx)
sin(x) cos(z) —sin(x)
%(z - % sin(2z)) sin? () 2 sin(z) cos(x)
%(x + % sin(2z)) cos? () —2sin(z) cos(z)
+
—1In| cos(z)| tan(z) cos*(@)
1+ tan2(z)
cosh(z) sinh(z) cosh(z)
log(cosh(z)) tanh(zx) m
: 1
In | sin(z)| cot(x) e Tens
1 ez ecT c- et
z(ln|z| — 1) In |z| %
L (n(a))? e =
s (infa] - 1) log, |z| e
10.3 Weitere Ableitungen
F(x) f(x)
arcsin(z) 11 >
arccos(z) \/%
arctan(z) 1_::62
z® (x > 0) (1+Inz)

Gamma- Verteilung

Die Gamma-Verteilung ist eine stetige Verteilung mit der
Dichtefunktion

f2) = —

—— A2 e fiir 2 > 0,0 > 0,A >0
I(a)

1. Wir schreiben Z ~ Ga(a, \) fiir eine gamma-verteilte
Zufallsvariable Z mit Parametern a und .

2. Die Summe von n € N unabhéngigen Exp(\)-verteilten
Zufallsvariablen ist Ga(n, \)-verteilt.

3. Die x?-Verteilung mit k Freiheitsgraden ist Ga (g, %)-

verteilt.

Sei (X;);>1 ~ N(0,1) iid. eine Folge von Zufallsvariablen.
1 1 X7~ X7
2 % S Xi~ X%
3. X2+ X2 ~ Exp(3)
4. Sei Y ~ x2, unabhingig von X ~ A(0,1). Dann gilt
X
Ly

m

~tm

5. Es gilt limm— oo tm ~ N(0, 1) verteilt, fiir endliche m is tm
langschwiinziger als A/(0,1).

Seien Xi,...,Xp iid. ~ N (p,02). Wir erinneren uns an die No-
tatlonen fur Stlchprobenmlttel Xn und Stichprobenvarianz S? =

n— 1 Z’L I(X )
1. "7215'2 ~x2_,
2. X, und S? sind unabhingig.
3. —
— Xn—p
Xn—n _ o/V/n ~th1
Sivn /52 "
10.4 MLE Schitzer

o Xi,...,Xn ~ Ezp(0) iid.: T = i
X1, X~ Geol6) fid T = < —
e Xi,.. eo(9) ii TTUX,

2i=1 X 1X =X,

o Xi,.., Xn ~ Bin(N,0) iid: T = L Zi=1Xi

o Xi,., X~ P(0) iid: T = 2215 — %,

® X1,.., Xn ~U([01,62]) iid.: Tgl = max(X;), Ty, = min(X;)
o Xi,..., Xn ~N(01,02) iid. : Ty, = Xn, Ty, = 5>



10.5 Verteilungen

Verteilung Parameter E[X] Var(X) px(t)/fx(t) Fx(t)
. . n: Anzahl Ereignisse | «n lw—n 9 1 no N2 1 {kzp<t}|
Gleichverteilung z;: Ereignisse S i1 T =i Ty — 7z (O ) i kzszt)]
Bernoulli p : ErfolgsWK P p-(1—p) pt(1 —p)tt 1—-pfir0<t<l1
. . n: Anzahl Versuche ny ot et t ok ek
Binomial b ExfolesWK np np(1 — p) (})p'(1—p) o ()p"(1 —p)
. p: ErfOlgSWK 1 1—p . t—1 _ _ t
Geometrisch ¢+ Anzahl Versuche > pe p(1—p) 1-(1-p)
. A: Erwartungswert Y At Ak
Poisson und Varianz A A re e D im0 3
1 << 0 z<a
—— a<uz
Gleichverteilung [a, b]: Intervall ath (b —a)? b=a - e g<a<b
0 sonst -
1 x>b
Xe ™™ t>0 1—e ™ t>0
E tialverteil P 1 += B
xponentialverteilung BX] I 32 0 £ <0 0 £ <0
. o?%: Varianz 9 1 amw? 1ot _1(u=w)?
Normalverteilung 1 E[X] I o T5=s¢ 202 po f_oo o3 (%5") dy
x2-Verteilung n: Freiheitsgrad n 2n Q%E(Q)t%*le*5 firt >0 P (%, %)
n n>2
0 n>1 2 r(z4) 2\~
t-Verteilun n: Freiheitsgrad l<n<?2 —2 (1 + t—) I’d rather not
° ’ {undef. sonst > "= Var (%) "
undef. sonst

Gamma-Funktion

o0
I'(v) :== / t'"le~tdt, v > 0.
0

Es gilt I'(n) = (n — 1)! fiir n € N.

Binomischer Lehrsatz

(2 + )" =

5@

k=0

Cauchy Produkt

Falls 3> an und >->2 ) b, absolut konvergent, dann folgt

S S abn =30 3 ity =
n=0 k=0

n=01i+j=n

11  Quellen

Dieses Cheatsheet wurde von vorherigen (Julian Steinmann, Danny
Camenisch) inspiriert (vor allem Kapitel 6-10). Definitionen und
Aufgaben stammen aus den Slides von Prof. Teichmann, dem Skript
(M. Schweizer, 2021) und den Ubungsserien vom Friihlingssemester

2023.
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